Annexe A

Transformées de Laplace et en 2

Les tableaux qui suivent reprennent quelques formules élémentaires concernant
les transformées de Laplace et en z. La plupart de ces formules peuvent étre retrou-
vées facilement a partir des définitions des transformées. Il peut cependant étre utile
de mémoriser les formules les plus fréquentes, surtout celles liées aux transformées
inverses. La consultation de ces tableaux sera interdite lors des évaluations (interroga-
tions ou examens).

A.1 Transformées bilatérales

A.1.1 Propriétés de la transformée de Laplace bilatérale

On considere les signaux x; (-) et x»(-) de transformées respectives X; et X, et les
régions de convergence associées ROC; et ROC;.

Propriété  Signal x(-) Transformée X ROC

Linéarité axi+bx, aX;+bX, ROC; nROC, € ROCx
Décalage temporel x1(t—1t) e S0X(s) ROCx =ROC;
Décalage fréquentiel e®lx, (1) Xy(s—sp) s€ ROCy si s — s € ROCy
Changement xian)  Xi(2) s€ROCy si £ € ROC;
d’échelle temporelle
Complexe conjugué X X5 ROCx =ROC;
Convolution x*xx X1Xo ROC; nROC,; € ROCx
Dérivée temporelle X1 sXj(s) ROC; cROCyx
Dérivée fréquentielle —tx1 () X ROCyx =ROC;
Intégration [ x(r)dr 1Xi(s) ROCx =ROC;,

temporelle év.N{se C: R(s) >0}
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A.1.2 Transformées de Laplace bilatérales élémentaires

Signal Transformée ROC
o) 1 C
e 1 R(s) >0
GO R(s) <0
L & R(s) >0
- & R(s) <0
e () = R(s)>—a
—e (-1 = R(s) < —a
cos(wo)I(t) szjw% R(s)>0
sin(wo 1)I(1) 52“;‘20(2) R(s) >0

A.1.3 Propriétés de la transformée en z bilatérale

On considere les signaux x; [-] et x»[:] de transformées respectives X; et X et les
régions de convergence associées ROC; et ROC;.

Propriété Signal x[] Transformée X ROC
Linéarité axi+bx, aX;+bX, ROC; nROC, € ROCx
Décalage temporel x1[n—ngl z7™X;(2) ROCx =RO(C,,
év. U{0} ou n{0}
Changement d’échelle Zxalnl X (%) z€ ROCy si zio € ROC,;
fréquentielle
Inversion temporelle xl-nl Xi(z™hH z€ROCy siz~! € ROC,
Dilatation temporelle X1 [%], nekz X, (25 z € ROCy si zF e ROC,
0, sinon
Complexe conjugué X X1 (2 ROCx = ROC;
Convolution Xx1xx2 X1Xo ROC; nROC, € ROCx
Dérivée fréquentielle —nxin] zX(2) ROCx =ROC;
Somme P xilkl = X1(2) ROCyx = ROC;,

év.N{zeC: |z|>1}
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A.1.4 Transformées en z bilatérales élémentaires

Signal Transformée ROC

o[n] 1 C
I[n] Zle lz| > 1
—[-n-1] zle |z <1
Sln-m] z7™ CsaufOsim>0
a"lln] %= lz| > |al
—a"ll-n-1 A |z| <lal
nalln] % |z| > |al
—na"ll-n-1] % |z <|lal
cos(@omllln] Wz 75
sin(won)l[n] sin(wo)2 lz| > 1

z2-2cos(wg)z+1

A.2 Transformées unilatérales

A.2.1 Propriétés de la transformée de Laplace unilatérale

On consideére les signaux x; (-) et x»(-) de transformées respectives X; et X,. Les
régions de convergence associées se situent toujours a droite du pole le plus a droite.
La notation x(0™) désigne la condition initiale de x comme sa valeur limite a gauche
ent=0.

Propriété Signal x() Transformée

Linéarité axi+bx, aXi+bX,
Décalage fréquentiel e®lx () Xi(s—sp)
Changement d’échelle temporelle x;(at), a>0 éXl (g)

Complexe conjugué T X5

Convolution X1 *xx2  X1Xo
(on suppose x1 () = x2(¢) =0 pour £ < 0)

Dérivée temporelle X1 sXi(8)—x1(07)
Dérivée fréquentielle —tx1 ()  Xi(s)

Intégration temporelle fot x1(r)dr %Xl (s)
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A.2.2 Transformées de Laplace unilatérales élémentaires

Les transformées de Laplace unilatérales et bilatérales sont égales pour les signaux
qui s’annulent pour ¢ < 0. Les signaux non-singuliers en 0 et qui s’annulent pour ¢ >0
ont quant a eux une transformée de Laplace unilatérale nulle. Ces deux cas couvrent
tous les signaux élémentaires considérés dans le tableau des transformées de Laplace
bilatérales.

A.2.3 Propriétés de la transformée en z unilatérale

On considere les signaux x;[n] et xz[n] de transformées respectives X;(z) et X»(z).
Les régions de convergence associées sont toujours le complément dans le plan com-
plexe du cercle dont le rayon est égal a la norme du plus grand pole.

Propriété Signal x[-] Transformée

Linéarité ax1+bx, aX;+bX,
Retard unitaire xn-1 z7'X1(2)+x[-1]
Avance unitaire xi[n+1] zX;(z)—2zx110]
Changement d’échelle fréquentielle zgxl n] Xj (Z—ZO)

Dilatation temporelle X1, n€kZ  x, (k)

0, sinon
Complexe conjugué o X
Convolution X1 xx2 X1Xo
(on suppose x1[n] = xz[n] =0 pour n <0)
Dérivée fréquentielle —-nxin] zX;(2)
Somme Y, xilk] 1_2_1 X1 (2)

A.2.4 Transformées en z unilatérales élémentaires

Similairement aux transformées de Laplace, les transformées en z unilatérales et
bilatérales sont égales pour les signaux qui s’annulent pour n < 0. Les signaux qui
s’annulent pour n = 0 ont quant a eux une transformée de Laplace unilatérale nulle.
Ces deux cas couvrent tous les signaux élémentaires considérés dans le tableau des
transformées en z bilatérales.
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